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Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, åñëè äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G èç ðàâåíñòâà gα = 1 ñëåäóåò,
÷òî α = 0.
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Öåíòðàëèçàòîð

Öåíòðàëèçàòîðîì ýëåìåíòà g ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ èç G, êîòîðûå
êîììóòèðóþò ñ g:

C(g) = {a ∈ G | [a, g] = 1}.

Öåíòðàëèçàòîðîì ìíîæåñòâà A ýëåìåíòîâ ãðóïïû G
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,
êîòîðûå êîììóòèðóþò ñðàçó ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç A:

C(A) =
⋂
a∈A

C(a).
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Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü

Myasnikov A., Shumyatsky P. ¾Discriminating groups and
c-dimension¿ (2004).

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî d, ÷òî ãðóïïà G
èìååò öåïî÷êó äëèíû d ñòðîãî óáûâàþùèõ
öåíòðàëèçàòîðîâ è íå èìååò äðóãîé öåïî÷êè äëèíû
áîëüøåé, ÷åì d, òî ãîâîðÿò, ÷òî G èìååò
öåíòðàëèçàòîðíóþ ðàçìåðíîñòü cdim(G) = d. Åñëè
òàêîãî öåëîãî ÷èñëà d íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèì
cdim(G) = ∞.
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Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü

Ïîíÿòèå öåíòðàëèçàòîðíîé ðàçìåðíîñòè ãðóïïû
ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì âûñîòû öåíòðàëèçàòîðíîé
ðåøåòêè ãðóïïû. Âàæíîñòü äàííîãî ïîíÿòèÿ
îáîñíîâàíà, íàïðèìåð, â ðàáîòå A. J. Duncan, I. V.
Kazachkov, V. N. Remeslennikov ¾Centraliser dimension
and universal classes of groups¿ (2006) [2]. Â íåé æå
èìååòñÿ øèðîêèé ñïèñîê ññûëîê íà ðàáîòû äàííîãî
íàïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïû,
èìåþùèå öåíòðàëèçàòîðíóþ ðåøåòêó êîíå÷íîé âûñîòû,
óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåìû.
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Ãðóïïîâîé ÿçûê

Ãðóïïîâîé ÿçûê Lgr � ýòî ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç
äâóõìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà · äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ,
îäíîìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà −1 (îáðàùåíèå)
è êîíñòàíòíîãî ñèìâîëà e (åäèíèöà ãðóïïû):
Lgr = {·,−1 , e}.

Ðàñøèðåíèå ÿçûêà L ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ ãðóïïû G:
Lgr,G = L ∪G, íàçîâåì ãðóïïîâûì ÿçûêîì ñ
êîíñòàíòàìè èç G.
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Äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû

Ìíîãîîáðàçèå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï N2

îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì: [x, y, z] = [[x, y], z] = 1 äëÿ
ëþáûõ x, y, z ∈ G.

Èç, íàïðèìåð, ñòàòüè À. Ìèùåíêî, À. Òðåéåð ¾Ãðàôû
êîììóòàòèâíîñòè äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï¿ (2007) íàì
èçâåñòåí îáùèé âèä óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ
êîýôôèöèåíòàìè íàä äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé
ãðóïïîé: xαg[x, a] = 1.
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êîììóòàòèâíîñòè äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï¿ (2007) íàì
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Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ñ äîñòàòî÷íî îáøèðíûì ñïèñêîì ðàáîò è òåîðåòè÷åñêîé

áàçîé ïî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî

îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Ý. Þ. Äàíèÿðîâà,

À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãåîìåòðèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè¿ (2016,

http://iitam.omsk.net.ru/~remesl/articles/monography.pdf)

[1].
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä ãðóïïàìè

Òî÷êà a ∈ Gn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ s(X)
ÿçûêà Lgr,G îò n ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} íàä
ãðóïïîé G, åñëè G |= s(a).

Òî÷êà a ∈ Gn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

S(X) íàä ãðóïïîé G, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S(X).
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä ãðóïïàìè

Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé S1(X) è S2(X) ÿçûêà Lgr,G

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä ãðóïïîé G, åñëè èõ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè
äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ëþáàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé S(X) îò n ïåðåìåííûõ X ýêâèâàëåíòíà ñâîåé
íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå S0(X) ⊆ S(X).
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Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé S1(X) è S2(X) ÿçûêà Lgr,G

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä ãðóïïîé G, åñëè èõ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè
äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ëþáàÿ ñèñòåìà
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Îïèñàíèå îáùåãî òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà,
ïîçâîëÿþùåãî âçãëÿíóòü íà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñ
ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ, ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå
¾Îáúåäèíÿþùèå òåîðåìû äëÿ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì¿ èç [1], à òàêæå â ðàáîòå
Daniyarova E., Miasnikov A., Remeslennikov V.,
¾Uni�cation theorems in algebraic geometry¿
(https://www.researchgate.net/publication/277682422
_Uni�cation_theorems_in_algebraic_geometry).
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Îáúåäèíÿþùèå òåîðåìû èç [1]
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ:

1 âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ òîëüêî êîíå÷íûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé;

2 ñïðàâåäëèâîñòü îáúåäèíÿþùèõ òåîðåì 2.5.21, 2.5.22
(èç [1]), äàþùèõ îïèñàíèå (íåïðèâîäèìûõ)
êîîðäèíàòíûõ àëãåáð íåñêîëüêèìè ðàçíûìè
ñïîñîáàìè.
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Êðèòåðèé íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

Â ñòàòüå ¾Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î í¼òåðîâîñòè ïî
óðàâíåíèÿì¿ (2013) ïðåäñòàâëåíà ëåììà, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íåí¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì:

Ëåììà 1 (Êîòîâ Ì.Â.)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,L⟩ íå ÿâëÿåòñÿ
í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (ai)i∈N , ai ∈ An,
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé
(si(X))i∈N , X = {x1, x2, . . . , xn}, ÿçûêà L òàêèå, ÷òî
A ̸|= si(ai) äëÿ âñåõ i ∈ N è A |= sj(ai) äëÿ âñåõ j < i.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Êðèòåðèé íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

a1 s1(X)

a2 s2(X)

a3 s3(X)
..
.

..
.
an sn(X)

..
.

..
.

Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 1.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Î ñâÿçè ïîíÿòèé íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì

è öåïî÷åê öåíòðàëèçàòîðîâ â ãðóïïàõ

Ëåììà 2

Åñëè â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ñòðîãî
óáûâàþùèõ öåíòðàëèçàòîðîâ, òî G íå ÿâëÿåòñÿ
1-íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 2

Â Shahryari M., Shevlyakov A. ¾Direct products, varieties,
and compactness conditions¿ (2017) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñòåïåíü íåàáåëåâîé ãðóïïû íå
qω-êîìïàêòíà (îäíî èç îáîáùåíèé íåòåðîâîñòè ïî
óðàâíåíèÿì). Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî èç ëåììû 2
âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1

Áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñòåïåíü íåàáåëåâîé ãðóïïû G íå
ÿâëÿåòñÿ 1-íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 2

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå Baumslag G., Myasnikov A.,
Roman'kov V. ¾Two Theorems about Equationally
Noetherian Groups¿ (1997) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïëåòåíèå
íåàáåëåâîé ãðóïïû è áåñêîíå÷íîé ãðóïïû íå ÿâëÿåòñÿ
íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. Èç ëåììû 2 è òîãî ôàêòà, ÷òî
áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñòåïåíü íåàáåëåâîé ãðóïïû
âêëàäûâàåòñÿ â äàííîå ñïëåòåíèå, íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2

Ñïëåòåíèå íåàáåëåâîé ãðóïïû è áåñêîíå÷íîé ãðóïïû íå
ÿâëÿåòñÿ 1-íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



1-íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äâóñòóïåííî

íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò íàì î ñâÿçè ïîíÿòèé
íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì è öåïî÷åê öåíòðàëèçàòîðîâ
â äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ áåç êðó÷åíèÿ:

Òåîðåìà 1 (Á.)

Äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G áåç êðó÷åíèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ 1-íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî
óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Ïðèìåðû

a11 b11 a21 b21

a22 b22

a31 b31

a32 b32

a33 b33

. . .

Ðèñ. 2. Ïðèìåð 1-íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâîé äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñî ñêîëü óãîäíî äëèííîé (íî íå

áåñêîíå÷íîé) öåïî÷êîé öåíòðàëèçàòîðîâ.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Ïðèìåðû

a1 b1

a2 b2

...
...

an bn...
...

Ðèñ. 3. Ïðèìåð íåíåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé
ãðàôîâîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû (ñ áåñêîíå÷íîé

öåïî÷êîé öåíòðàëèçàòîðîâ).

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íî

êîììóòàòèâíûõ ãðóïï

Òåîðåìà 2

Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà. Òîãäà
öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïû G ðàâíà âûñîòå
ðåøåòêè êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1 G � ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà
(Duncan A.J., Kazachkov I.V., Remeslennikov V.N.,
2006);

2 G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà (Blatherwick V., 2008).

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íî

êîììóòàòèâíûõ ãðóïï

Ïóñòü G � áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ (èëè
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ) ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ
ãðóïïà, d � êîíå÷íîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íî

êîììóòàòèâíûõ ãðóïï

Òåîðåìà 3 (Á.)

Åñëè â G ñóùåñòâóåò ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà
öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íîé äëèíû

C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Ad), ãäå Ai �

êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,

òî â G èìååòñÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà
êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ òàêîé æå äëèíû

C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xd), ãäå Xi �

êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íî

êîììóòàòèâíûõ ãðóïï

Òåîðåìà 3 (Á.)

Êðîìå òîãî, åñëè â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî
óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ

C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Ad) ⊋ . . . , ãäå Ai �

êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,

òî â G èìååòñÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà
êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ òàêîé æå äëèíû

C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xd) ⊋ . . . , ãäå Xi �

êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Àïïðîêñèìèðóåìîñòü

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãðóïïîé H,
åñëè äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà g ∈ G
ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì h : G → H, ÷òî h(g) ̸= 1.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðàôîâûõ äâóñòóïåííî

íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Ïóñòü F2 � ñâîáîäíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà ðàíãà 2.

Èç ðàáîòû ¾Ñòðóêòóðà êîîðäèíàòíûõ ãðóïï äëÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ¿ (2009):

Ëåììà 3 (Ìèùåíêî À.À.)

Êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà àïïðîêñèìèðóåòñÿ
F2 íàä êîëüöîì Q.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðàôîâûõ äâóñòóïåííî

íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Ëåììà 4

Êàæäàÿ (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííóþ) ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíàÿ Z-ãðóïïà ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè c
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñâîáîäíîé Z-ãðóïïîé ðàíãà c òîé æå
ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè c.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâûõ

äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Ëåììà 5

Âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé F ω

2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Òåîðåìà 4 (Á.)

Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà,
ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäãðóïïîé â F ω

2 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå: G ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâûõ

äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Ëåììà 5

Âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé F ω

2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Òåîðåìà 4 (Á.)

Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà,
ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäãðóïïîé â F ω

2 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå: G ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Áåñêîíå÷íûé áóëåâ ãðàô

a1 b1

a2 b2

...
...

an bn...
...

Ðèñ. 4. Ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû Fω
2 .

Áó÷èíñêèé È. Ì. Öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü è íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï



Ãðàô powerset

A. Treier ¾Universal graph powerset¿ (2020).

Ïóñòü Γ ïðîñòîé ãðàô (íåîáÿçàòåëüíî êîíå÷íûé) ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí V (Γ) è ìíîæåñòâîì ðåáåð E(Γ).
Òîãäà ãðàôîì powerset ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ òàêîé ãðàô
P (Γ), ÷òî V (P (Γ)) = P (V (Γ)). Ïóñòü u è v âåðøèíû
ãðàôà P (Γ) è U è V ïîäìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà Γ,
îòíîñÿùèåñÿ ê u è v ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà u è v ñìåæíû
â P (Γ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ âåðøèíà
s ∈ U ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç V \ {s} è êàæäàÿ
âåðøèíà t ∈ V ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç U \ {t}.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâ

Á., Òðåéåð À.Â. ¾Î ãðàôàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåòåðîâûìè
ïî óðàâíåíèÿì¿ (2023).

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì, åñëè îí
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . òàêóþ, ÷òî
êàæäàÿ èç âåðøèí ai ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè bj ïðè
j < i, íî íå ñìåæíà ñ bi.

Òåîðåìà 5 (Á., Òðåéåð À.Â.)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ïðîñòîé ãðàô íåí¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëèáî ñîâåðøåííî íåí¼òåðîâ,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé.

2. Ãðàô ñ ïåòëÿìè íåí¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîâåðøåííî íåí¼òåðîâ.
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Á., Òðåéåð À.Â. ¾Î ãðàôàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåòåðîâûìè
ïî óðàâíåíèÿì¿ (2023).

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì, åñëè îí
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . òàêóþ, ÷òî
êàæäàÿ èç âåðøèí ai ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè bj ïðè
j < i, íî íå ñìåæíà ñ bi.

Òåîðåìà 5 (Á., Òðåéåð À.Â.)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ïðîñòîé ãðàô íåí¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëèáî ñîâåðøåííî íåí¼òåðîâ,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé.

2. Ãðàô ñ ïåòëÿìè íåí¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîâåðøåííî íåí¼òåðîâ.
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Ïðèìåð ñîâåðøåííî íåíåòåðîâà ãðàôà

a1 b1

a2 b2

a3 b3

...
...

an bn

...
...

Ðèñ. 5. Áàçèñíûé íåíåòåðîâ ãðàô.
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ñòðóêòóð

Òåîðåìà 6 (Á., Êîòîâ Ì.Â., Òðåéåð À.Â., 2024)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,LA⟩ íàä êîíå÷íûì
ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì LA ñ êîíñòàíòàìè èç A íå
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P (n) ÿçûêà
LA ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïðîåêöèÿ P ′(k) ïðåäèêàòà P (n) è
òàêîå òî÷íîå ðàçáèåíèå I ìíîæåñòâà {1, . . . , k}, ÷òî
âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

|I| > 1 è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A′ = ⟨A, P ′/I⟩
ñîäåðæèò ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó ïîäñèñòåìó;

|I| = 1 è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A′ = ⟨A,Q⟩, ãäå
Q = P ′/{{1}, {2, . . . , k}} � áèíàðíûé ïðåäèêàò, ñîäåðæèò
íåíåòåðîâó êëèêó.
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Ïðèìåð íåíåòåðîâà ïîðÿäêà
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.
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Ðèñ. 6. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê Z = ⟨Z,≺⟩.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {−2 · i}i∈N è {x ≺ −2 · i− 1}i∈N
îáðàçóþò ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó ïîäñèñòåìó â Z.
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Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí â ãðàôå Γ. Òîãäà
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A⊥ = {u ∈ Γ | ∀a ∈ A d(u, a) ≤ 1}.

Ëåììà 6

Ãðàô Γ (êàê ïðîñòîé, òàê è ñ ïåòëÿìè) ñîâåðøåííî
íåíåòåðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà îðòîãîíàëüíûõ
äîïîëíåíèé, òî åñòü íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí b1, b2, . . . , bn, . . ., äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà âëîæåíèé:

Γ = ∅⊥ ⊋ {b1}⊥ ⊋ {b1, b2}⊥ ⊋ . . . ⊋ {b1, b2, . . . , bn}⊥ ⊋ . . . .
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Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí â ãðàôå Γ. Òîãäà
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A⊥ = {u ∈ Γ | ∀a ∈ A d(u, a) ≤ 1}.

Ëåììà 6

Ãðàô Γ (êàê ïðîñòîé, òàê è ñ ïåòëÿìè) ñîâåðøåííî
íåíåòåðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà îðòîãîíàëüíûõ
äîïîëíåíèé, òî åñòü íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí b1, b2, . . . , bn, . . ., äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà âëîæåíèé:

Γ = ∅⊥ ⊋ {b1}⊥ ⊋ {b1, b2}⊥ ⊋ . . . ⊋ {b1, b2, . . . , bn}⊥ ⊋ . . . .
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äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû GΓ ñ ãðàôîì
êîììóòàòèâíîñòè Γ èìååì ñëåäóþùåå:

GΓ íåíåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì
⇐⇒ GΓ íåíåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé
⇐⇒ â GΓ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ
öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ
⇐⇒ â GΓ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ
öåïî÷êà êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ
⇐⇒ â Γ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ
öåïî÷êà îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé
⇐⇒ Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ
⇐⇒ Γ â êàòåãîðèè ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè íåíåòåðîâ ïî
óðàâíåíèÿì.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 7 (Á.)

Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé
ïåðåìåííîé;

2 â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî
óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ èç G.

Åñëè G ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé
ãðóïïîé, òî êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé ïî îòäåëüíîñòè
ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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Òåîðåìà 7 (Á.)

Åñëè G ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé
ãðóïïîé, òî êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé ïî îòäåëüíîñòè
ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

3 G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì;

4 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i [ai, bi] ̸= 1 è äëÿ âñåõ
j < i [ai, bj] = 1;

5 ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ñ ïåòëÿìè ãðóïïû G íå
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì;

6 ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì.
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Âîïðîñ àêñèîìàòèçèðóåìîñòè

Ñëåäñòâèå 3

Êëàññ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåòåðîâûìè ïî
óðàâíåíèÿì, íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíî
àêñèîìàòèçèðóåìûì.

Âîïðîñ

Àêñèîìàòèçèðóåìî ëè ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî
óðàâíåíèÿì äëÿ ãðàôîâûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà?
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Âîïðîñ àêñèîìàòèçèðóåìîñòè

Ñëåäñòâèå 3

Êëàññ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåòåðîâûìè ïî
óðàâíåíèÿì, íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíî
àêñèîìàòèçèðóåìûì.

Âîïðîñ

Àêñèîìàòèçèðóåìî ëè ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî
óðàâíåíèÿì äëÿ ãðàôîâûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà?
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