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Òüþðèíãîâ èäåàë: ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî I òüþðèíãîâûõ
ñòåïåíåé ñî ñâîéñòâàìè

1 0 ∈ I

2 a ⩽ b ∈ I → a ∈ I

3 a,b ∈ I → a⊕ b ∈ I

GI = {f ∈ Sym(ω) | deg f ∈ I}

FI = {f : ω → ω | deg f ∈ I}
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Òåîðåìà (M., 1997)

Òüþðèíãîâû èäåàëû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè

ãðóïïàìè (ïîëóãðóïïàìè):

GI ↪→ GJ ⇔ FI ↪→ FJ ⇔ I ⊆ J

GI
∼= GJ ⇔ FI ∼= FJ ⇔ I = J

Ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå g0, g1, z ∈ Sym(ω) òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî A ïåðå÷èñëèìîãî â íåêîòîðîì ýëåìåíòå èç I ñóùåñòâóåò
bA ∈ GI ñî ñâîéñòâîì

n ∈ A ⇔
[
g zn
0 , bA

]
̸= 1 ∨

[
g zn
1 , bA

]
̸= 1

Â ãðóïïå GJ ,
[
g zn
i , bA

]
̸= 1 ⇔ ∃t

[
g zn
i , bA

]
(t) ̸= t � â.ï. óñëîâèå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A â.ï. â GJ . Ñëåäîâàòåëüíî, I ⊆ J.
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Òüþðèíãîâà ñâîäèìîñòü ∼ èçîìîðôíàÿ âëîæèìîñòü

×àñòíûé ñëó÷àé òüþðèíãîâà èäåàëà: d̂ = {c | c ⩽ d}

Îáîçíà÷èì Gd = G d̂ (= {f ∈ Sym(ω) | deg(f ) ⩽ d})

Òåîðåìà (Ì., 1997)

Òüþðèíãîâà ñòåïåíü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóïïîé

(ïîëóãðóïïîé):

Gc ↪→ Gd ⇔ Fc ↪→ Fd ⇔ c ⩽ d

Gc
∼= Gd ⇔ Fc ∼= Fd ⇔ c = d
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Âîïðîñ (À. Íèñ): Âåðíî ëè, ÷òî Gs/Fin ↪→ Gd/Fin ⇔ s′ ⩽ d′?

Èìïëèêàöèÿ �⇒� âåðíà.
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Òüþðèíãîâû ñòåïåíè ãðóïï GI

×òî òàêîå òüþðèíãîâà ñòåïåíü ãðóïïû:
Òüþðèíãîâà ñòåïåíü d íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ãðóïïû G åñëè äëÿ

ëþáîé ñòåïåíè s G èìååò s�âû÷èñëèìóþ èçîìîðôíóþ êîïèþ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d ⩽ s.

Òåîðåìà (Ì., 1988)

degGd = d′′.

Òåîðåìà (Ì., 2024)

deg Autd(Q,⩽) = d′′.

Òåîðåìà (Ì., Ì. Ôàéçðàõìàíîâ, Â. Ïóçàðåíêî, 2021)

Ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíûé òüþðèíãîâ èäåàë I òàêîé, ÷òî GI íå èìååò

ñòåïåíè.
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Ôàêò: äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ïîäãðóïïû â Autr (ω)
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ ïåðå÷èñëèìà:

t(g1, . . . , gn) ̸= 1 ⇔ ∃x
(
t(g1, . . . , gn)(x) ̸= x

)
.

Âîïðîñ Ã. Õèãìàíà:

Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà ñ

êîïåðå÷èñëèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà ñëîâ âëîæèìà â Autr (ω)?

Òåîðåìà (Ì.)

Ñóùåñòâóåò 2�ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà ñ êîïåðå÷èñëèìîé

ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà ñëîâ, íåâëîæèìàÿ â Autr (ω).
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Äëÿ ëþáîé ïåðå÷èñëèìîé tt�ñòåïåíè d ñóùåñòâóåò

2�ïîðîæä¼ííàÿ ïîëóãðóïïà â Autr (ω), ó êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà ñëîâ èìååò ñòåïåíü d.

(Ðàíåå À. Íèñ è À. Ñîðáè ïîñòðîèëè 3�ïîðîæä¼ííûé ïðèìåð)

Òåîðåìà (Ì., Ï. Øóïï, 2019)

Äëÿ ëþáîé â.ï tt�ñòåïåíè d ñóùåñòâóåò 2�ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà

ñ êîïåðå÷èñëèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà ñëîâ ñòåïåíè d,
íåâëîæèìàÿ â Autr (ω).

ÊÂÌÀË, Îìñê 2024 Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ



Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Òåîðåìà (Ì., Ï. Øóïï, 2019)

Äëÿ ëþáîé ïåðå÷èñëèìîé tt�ñòåïåíè d ñóùåñòâóåò

2�ïîðîæä¼ííàÿ ïîëóãðóïïà â Autr (ω), ó êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà ñëîâ èìååò ñòåïåíü d.

(Ðàíåå À. Íèñ è À. Ñîðáè ïîñòðîèëè 3�ïîðîæä¼ííûé ïðèìåð)

Òåîðåìà (Ì., Ï. Øóïï, 2019)

Äëÿ ëþáîé â.ï tt�ñòåïåíè d ñóùåñòâóåò 2�ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà

ñ êîïåðå÷èñëèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà ñëîâ ñòåïåíè d,
íåâëîæèìàÿ â Autr (ω).

ÊÂÌÀË, Îìñê 2024 Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ



Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Òåîðåìà (À.Â. Êóçíåöîâ, 1950)

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè íå îáðàçóþò ãðóïïó:

ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ïåðåñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê

êîòîðîé íå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.

Òåì íå ìåíåå, ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê, îáðàòíûå ê êîòîðûì òàêæå ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíû, îáðàçóþò ãðóïïó ïî êîìïîçèöèè.

Òåîðåìà (Ï.À. Êóëèêîâ, 2006, íå îïóáëèêîâàíî)

Ãðóïïà âñåõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïåðåñòàíîâîê, îáðàòíûå ê

êîòîðûì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû, èìååò ñòåïåíü 0′.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Òåîðåìà (À.Â. Êóçíåöîâ, 1950)

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè íå îáðàçóþò ãðóïïó:

ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ïåðåñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê

êîòîðîé íå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.

Òåì íå ìåíåå, ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê, îáðàòíûå ê êîòîðûì òàêæå ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíû, îáðàçóþò ãðóïïó ïî êîìïîçèöèè.

Òåîðåìà (Ï.À. Êóëèêîâ, 2006, íå îïóáëèêîâàíî)

Ãðóïïà âñåõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïåðåñòàíîâîê, îáðàòíûå ê

êîòîðûì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû, èìååò ñòåïåíü 0′.

ÊÂÌÀË, Îìñê 2024 Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ



Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Òåîðåìà (Â.Â. Êîçüìèíûõ, 1972)

Ãðóïïà âñåõ âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê ïîðîæäàåòñÿ

ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûìè ïåðåñòàíîâêàìè:

Ëþáàÿ âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà åñòü ïðîèçâåäåíèå íå áîëåå

÷åì 6 ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïåðåñòàíîâîê è îáðàòíûõ ê íèì.

Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ áûëè ñäåëàíû Ä.Õ. Çàéíåòäèíîâûì è

È.Ø. Êàëèìóëëèíûì.

Âîïðîñû: ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìíîæåñòâå âñåõ ïîëèíîìèàëüíî
âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê? Îáðàçóåò ëè îíî ãðóïïó? Êàêîâà

ñòåïåíü ãðóïïû âñåõ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê,

îáðàòíûå ê êîòîðûì ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìû?
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Òåîðåìà (Â.Â. Êîçüìèíûõ, 1972)

Ãðóïïà âñåõ âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê ïîðîæäàåòñÿ

ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûìè ïåðåñòàíîâêàìè:

Ëþáàÿ âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà åñòü ïðîèçâåäåíèå íå áîëåå

÷åì 6 ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïåðåñòàíîâîê è îáðàòíûõ ê íèì.

Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ áûëè ñäåëàíû Ä.Õ. Çàéíåòäèíîâûì è

È.Ø. Êàëèìóëëèíûì.

Âîïðîñû: ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìíîæåñòâå âñåõ ïîëèíîìèàëüíî
âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê? Îáðàçóåò ëè îíî ãðóïïó? Êàêîâà

ñòåïåíü ãðóïïû âñåõ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê,

îáðàòíûå ê êîòîðûì ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìû?
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Íàïîìíèì:
Äëÿ ëþáîé òüþðèíãîâîé ñòåïåíè d ìíîæåñòâî

Gd = {f | f � d�âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòâíîâêà íà ω}

îáðàçóåò ãðóïïó ïî êîìïîçèöèè.

Êàê íàñ÷¼ò äðóãèõ ñâîäèìîñòåé?
Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, ñâîäÿùèõñÿ ê

íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó ìíîæåñòâó, îáðàçóåò ãðóïïó?

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îòâåò îòðèöàòåëüíûé:
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Òåîðåìà (Ê.Â. Êîðîâèí, 1999)

Äëÿ wtt�ñâîäèìîñòè è ëþáîé áîëåå ñèëüíîé ñâîäèìîñòè

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî F ⩽T 0′, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî

{f | f � ïåðåñòàíîâêà íà ω è å¼ ãðàôèê ñâîäèòñÿ ê F}

íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè (è äàæå îòíîñèòåëüíî

âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò!).

Ò.å. äëÿ ëþáîé òàêîé ñâîäèìîñòè ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê,

ñâîäèìûõ ê íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó, ìîæåò íå îáðàçîâûâàòü

ãðóïïó.

Âîïðîñ. Îïèñàòü âñå ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî

{f ∈ Sym(ω) | Γ(f ) ⩽m A} îáðàçóåò ãðóïïó.

Íàïðèìåð, òàêîâûì ÿâëÿþòñÿ m�Σ0
n�ïîëíûå ìíîæåñòâà.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Òåîðåìà (Ê.Â. Êîðîâèí, 1999)

Äëÿ wtt�ñâîäèìîñòè è ëþáîé áîëåå ñèëüíîé ñâîäèìîñòè

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî F ⩽T 0′, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî

{f | f � ïåðåñòàíîâêà íà ω è å¼ ãðàôèê ñâîäèòñÿ ê F}

íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè (è äàæå îòíîñèòåëüíî

âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò!).

Ò.å. äëÿ ëþáîé òàêîé ñâîäèìîñòè ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê,

ñâîäèìûõ ê íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó, ìîæåò íå îáðàçîâûâàòü

ãðóïïó.

Âîïðîñ. Îïèñàòü âñå ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî

{f ∈ Sym(ω) | Γ(f ) ⩽m A} îáðàçóåò ãðóïïó.

Íàïðèìåð, òàêîâûì ÿâëÿþòñÿ m�Σ0
n�ïîëíûå ìíîæåñòâà.

ÊÂÌÀË, Îìñê 2024 Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ



Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Èçâåñòíî: Ãðàôèê h êîïåðå÷èñëèì ⇒ h âû÷èñëèìà â 0′.

Òåîðåìà (Ì., 2024)

Äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íîé 0′�âû÷èñëèìîé ôóíêöèè h ñóùåñòâóþò

÷àñòè÷íûå ôóíêöèè f0 è f1 ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

òàêèå, ÷òî

1 f0 èíúåêòèâíà

2 dom f0 = dom h

3 range f0 = dom f1, è ýòî ìíîæåñòâî â.ï.

4 f −1
0 è f1 ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè âñþäó îïðåäåë¼ííûõ

âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íà ñâîè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (íî

îíè íå îáÿçàòåëüíî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíû!).

5 h = f1f0
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

�
�
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��

�
�
�
��

XXXXz

XXXXz

f0

f1

δh

ρh

h = f1f0
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ãëàâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: (íàì íóæíî äîáèòüñÿ,
÷òîáû h = f1f0)

r r

r h0(x)

-
f0

f1

�
�
�
�
�
�
�
��
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ãëàâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: (íàì íóæíî äîáèòüñÿ,
÷òîáû h = f1f0)

r q× r

r
r h0(x)

�
�
�
��

f0
f1

J
J
J
J
J
JĴ

h0(x)

h1(x)
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ãëàâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: (íàì íóæíî äîáèòüñÿ,
÷òîáû h = f1f0)

r q× r

q× r
r r h0(x)

�
�
�
�
�
�
�
��

f0

f1
@
@
@
@R

h0(x)

h1(x)

h2(x)

. . .
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

�
�
�
��

�
�
�
��

XXXXz

XXXXz

f0

f1

δh

ρh

· · ·
×q×q×q×q×q h = f1f0
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé

Ñëåäñòâèå

Èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà S âñåõ ÷àñòè÷íûõ áèåêöèé èç ω â ω,
âû÷èñëèìûõ îòíîñèòåëüíî 0′ ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè

ñ êî�â.ï. ãðàôèêàìè.

Áîëåå òîãî, êàæäûé ýëåìåíò S ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ

ñâîèõ ýëåìåíòîâ ñ êî�â.ï. ãðàôàìè.
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Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâîê

Íåãàòèâíûå ïåðåñòàíîâêè: ïåðåñòàíîâêè íà ω, ãðàôèêè
êîòîðûõ êî�â.ï.

Òåîðåìà (Ì., 2024: äîñòàòî÷íîå óñëîâèå)

Ïóñòü h � ïåðåñòàíîâêà íà ω, f ⩽T 0′, è ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íàÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ h0 ñî ñâîéñòâîì

h0 ⊆ f . Òîãäà h ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãàòèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê,

òîæäåñòâåííûõ íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîì â.ï. ìíîæåñòâå.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà:

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî δh0 âû÷èñëèìà.

�
�
�
��

-

XXXXz

-

�
�
��

XXXz

f0

f0

f1

f1

δ(h \h0)
ρ(h \h0)

δh0

ρh0

· · ·
×q×q×q×q×q×q×q×q×q
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Åù¼ îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðàçëîæèìîñòè:

Ñëåäñòâèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1 g(n, t) âû÷èñëèìà

2 ïåðåñòàíîâêà f óäîâëåòâîðÿåò f (n) = limt→∞ g(n, t)

3 ñóùåñòâóåò m < ω òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíåíî

|{t | g(x , t + 1) ̸= g(x , t)}| ⩽ m.

Òîãäà f ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãàòèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Èäåÿ:

íàäî äîêàçàòü, ÷òî f ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ÷àñòè÷íî

ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ. Âîçüì¼ì ìèíèìàëüíîå m äëÿ êîòîðîãî

ìíîæåñòâî

{x | |{t | g(x , t + 1) ̸= g(x , t)}| = m

áåñêîíå÷íî.

Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ h(x) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

èùåì t0 < ω ñî ñâîéñòâîì |{t ⩽ t0 | g(x , t + 1) ̸= g(x , t)}| = m
è ïîëàãàåì h(x) = g(x , t0).

Ìû âèäèì, ÷òî h ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà, áåñêîíå÷íà, è

h(x) = f (x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ dom h.

ÊÂÌÀË, Îìñê 2024 Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ



Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà:

Ïðåäëîæåíèå (Ì., 2024)

Ìíîæåñòâî âñåõ íåãàòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê íå îáðàçóåò ãðóïïó

ïî êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåòðóäíî ïîñòðîèòü 0′�âû÷èñëèìóþ íå

íåãàòèâíóþ ïåðåñòàíîâêó, òîæäåñòâåííóþ íà íåêîòîðîì

áåñêîíå÷íîì âû÷èñëèìîì ïîäìíîæåñòâå ω. Îíà ðàçëîæèìà â
ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãàòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà:

Ïðåäëîæåíèå (Ì., 2024)

Ìíîæåñòâî âñåõ íåãàòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê íå îáðàçóåò ãðóïïó

ïî êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåòðóäíî ïîñòðîèòü 0′�âû÷èñëèìóþ íå

íåãàòèâíóþ ïåðåñòàíîâêó, òîæäåñòâåííóþ íà íåêîòîðîì

áåñêîíå÷íîì âû÷èñëèìîì ïîäìíîæåñòâå ω. Îíà ðàçëîæèìà â
ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãàòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ïðåäëîæåíèå (Ì., 2024)

Ñóùåñòâóþò íåãàòèâíûå íå âû÷èñëèìûå ïåðåñòàíîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî

óòâåðæäåíèÿ.
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ãðóïïà G0′

Òåîðåìà (Ì., 2024)

Ãðóïïà G0′ âñåõ 0′�âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê ïîðîæäàåòñÿ

íåãàòèâíûìè ïåðåñòàíîâêàìè.

Áîëåå òîãî, êàæäàÿ 0′�âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå, ÷åì 8 íåãàòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Âîïðîñ: Êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåãàòèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê â òàêèõ ðàçëîæåíèÿõ ?
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Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ãðóïïà G0′

Òåîðåìà (Ì., 2024)

Ãðóïïà G0′ âñåõ 0′�âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê ïîðîæäàåòñÿ

íåãàòèâíûìè ïåðåñòàíîâêàìè.

Áîëåå òîãî, êàæäàÿ 0′�âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå, ÷åì 8 íåãàòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Âîïðîñ: Êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåãàòèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê â òàêèõ ðàçëîæåíèÿõ ?
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Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

×òî áûëî â äîêëàäå

Ïåðåñòàíîâêè, âû÷èñëèìûå â òüþðèíãîâûõ èäåàëàõ

Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè
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Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â Autr (ω)
Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïåðåñòàíîâêè

Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè è ãðóïïû

Ôóíêöèè ñ êîïåðå÷èñëèìûìè ãðàôèêàìè

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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