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Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

ÂÕÎÄ: Ìíîãî÷ëåí p(x1, . . . , xn) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëèòü, ðàçðåøèìî ëè äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

p(x1, . . . , xn) = 0 â öåëûõ ÷èñëàõ.

Òåîðåìà (Äýâèñ, Ïàòíåì, Ðîáèíñîí, Ìàòèÿñåâè÷, 1970)
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Âîïðîñ Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à Ðîìàíüêîâà

Ïóñòü p(a, x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

ÂÕÎÄ: íàòóðàëüíîå ÷èñëî a. Îïðåäåëèòü, ðàçðåøèìî ëè

äèîôàíòîâî óðàâíåíèå p(a, x1, . . . , xn) = 0 â öåëûõ ÷èñëàõ.
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Ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p(a, x1, . . . , xn), ÷òî
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà àëãîðèòìè÷åñêè

íåðàçðåøèìà.

Âîïðîñ Â.À.Ðîìàíüêîâà

Ìîæåò ëè ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà áûòü

ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìîé (òðóäíîðàçðåøèìîé)?
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Ïóñòü I � âñå âõîäû, In � âñå âõîäû ðàçìåðà n.
Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà S ⊆ I

ρ(S) = lim
n→∞

ρn = lim
n→∞

|S ∩ In|
|In|

.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî âõîäîâ S ⊆ I íàçûâàåòñÿ

ãåíåðè÷åñêèì åñëè ρ(S) = 1,

ïðåíåáðåæèìûì åñëè ρ(S) = 0.
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Ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû

Îïðåäåëåíèå

Àëãîðèòì A : I → J íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) ↑} ïðåíåáðåæèìî.

Îïðåäåëåíèå

Àëãîðèòì A : I → J ∪ {?} íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî

ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

1 A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I,

2 ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) =?} ïðåíåáðåæèìî.

Îïðåäåëåíèå

(Ýôôåêòèâíî) ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ

f : I → J , åñëè A(x) ↓ (̸=?) ⇒ A(x) = f(x).
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ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî

∀x(A(x) ↓) ⇒ tA(x) < p(|x|).

Ãåíåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ⇒ Ýôôåêòèâíàÿ ãåíåðè÷åñêàÿ

ðàçðåøèìîñòü.

Ãåíåðè÷åñêàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü =
Ýôôåêòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãåíåðè÷åñêàÿ

ðàçðåøèìîñòü.
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Îòâåò íà âîïðîñ Â.À.Ðîìàíüêîâà

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû p(a, x1, . . . , xn), ÷òî
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

1 íåðàçðåøèìà, íî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,

2 ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìà,

3 ðàçðåøèìà, íî íå ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Èäåè äîêàçàòåëüñòâà

Òåîðåìà (Äýâèñ, Ïàòíåì, Ðîáèíñîí, Ìàòèÿñåâè÷, 1970)

Äëÿ ëþáîãî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà S ⊆ N
cóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí pS(a, x1, . . . , xn), ÷òî

a ∈ S ⇔ pS(a, x1, . . . , xn) = 0.

Ïóñòü S � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî,

òîãäà 2S = {2a : a ∈ S} � íåðàçðåøèìî, íî ãåíåðè÷åñêè
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Äëÿ ëþáîãî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà S ⊆ N
cóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí pS(a, x1, . . . , xn), ÷òî

a ∈ S ⇔ pS(a, x1, . . . , xn) = 0.

Ïóñòü S � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî,

òîãäà 2S = {2a : a ∈ S} � íåðàçðåøèìî, íî ãåíåðè÷åñêè

ðàçðåøèìî.
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Ïîñòðîåíèå ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ C : N → P (N) äëÿ ëþáîãî a ∈ N
ñëåäóþùèì îáðàçîì

C(a) = {2a(2k + 1) : k ∈ N}.

Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ρ(C(a)) = 1
2size(a)+1 > 0 äëÿ ëþáîãî a.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî a ìíîæåñòâî C(a)
íåïðåíåáðåæèìî.

Òåïåðü äëÿ S ⊆ N îïðåäåëèì

C(S) =
⋃
a∈S

C(a).

Äëÿ ëþáîãî a ∈ S èìååò ìåñòî C(a) ⊂ C(S), à äëÿ ëþáîãî

a /∈ S èìååò ìåñòî C(a) ⊂ C(S) = N \ C(S).
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Ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ
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Ïîñòðîåíèå ãåíåðè÷åñêè òðóäíîãî ìíîæåñòâà

Ïóñòü åñòü ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàøèí

Òüþðèíãà P1, P2, P3, . . .. Îáðàçóåì èç íèõ ñëåäóþùóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Mi, i = 1, 2, 3, . . .} = {P1, P1, P2, P1, P2, P3, P1, P2, P3, P4, P1, P2, . . .}.
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Ïîñòðîåíèå ãåíåðè÷åñêè òðóäíîãî ìíîæåñòâà

Ñòàðòóÿ ñ ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íà íóëåâîì

øàãå, ìû áóäåì íà øàãå i âû÷åðêèâàòü èëè îñòàâëÿòü

íåêîòîðûå ÷èñëà â çàâñèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ìàøèíû Mi.

Îïèøåì ïîäðîáíî øàã i > 0. Çàïóñêàåì ìàøèíó Mi íà êàæäîì

âõîäå ðàçìåðà i è ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî îòâåòîâ ÄÀ è êîëè÷åñòâî

îòâåòîâ ÍÅÒ. Åñëè îòâåòîâ ÄÀ ïîëó÷èëîñü áîëüøå ïîëîâèíû,

òî âû÷åðêèâàåì âñå âõîäû ðàçìåðà i, èíà÷å âñå èõ îñòàâëÿåì.
Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â ýòîì ïðîöåññå è åñòü èñêîìîå

ìíîæåñòâî S.
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Îáçîð äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ

1 Ãåíåðè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü äåñÿòîé ïðîáëåìû

Ãèëüáåðòà äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì (Ðûáàëîâ, 2013).

2 Ãåíåðè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü äåñÿòîé ïðîáëåìû

Ãèëüáåðòà äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â ôîðìå Ñêîëåìà

(Ðûáàëîâ, 2017).

3 Ãåíåðè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü äåñÿòîé ïðîáëåìû

Ãèëüáåðòà äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ äåðåâüåâ (Ðûáàëîâ, 2020).

4 Ãåíåðè÷åñêàÿ òðóäíîðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû äâóõ

êâàäðàòîâ (Ðûáàëîâ, 2019).
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Ïðîáëåìà äâóõ êâàäðàòîâ

Ïðîáëåìà

ÂÕÎÄ: íàòóðàëüíîå ÷èñëî N â äâîè÷íîì âèäå. Îïðåäåëèòü,

ðàçðåøèìî ëè â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + y2 = N .

Ðîæäåñòâåíñêàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4n+ 1 åñòü ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ

öåëûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà (Ôåðìà-Ýéëåð)

Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå N = x2 + y2 ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü N âèäà

4k + 3 âõîäèò â ðàçëîæåíèå N â ÷åòíîé ñòåïåíè.
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Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû äâóõ êâàäðàòîâ

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà

Ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû äâóõ

êâàäðàòîâ?

Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ôàêòîðèçàöèè ⇒
Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû äâóõ êâàäðàòîâ.

Òåîðåìà (Àäëåìàí, Ìàíäåðñ)

Îáîáùåíèå ïðîáëåìû äâóõ êâàäðàòîâ (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì) NP-ïîëíî.
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Ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ ïðîáëåìû äâóõ êâàäðàòîâ

N → N(a2 + b2) ñî ñëó÷àéíûìè áîëüøèìè a è b.

Âîïðîñ

Ïî÷åìó êëîí áóäåò áîëüøèì?

Òåîðåìà (Ãàóññ)

Ïóñòü N(r) åñòü ÷èñëî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà x2 + y2 ≤ r â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Òîãäà

|N(r)− πr

4
| ≤

√
2π

√
r

2
.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ãåíåðè÷åñêîé ñëîæíîñòè äèîôàíòîâûõ ïðîáëåì


